Metode pentru dezvoltarea gandirii elevilor specifice matematicii
NICULESCU MARI CRISTIANA

1. Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet:
Fie A o multime nevida si A, 4,, ..., A, o partitie a lui A (adica

UAl.zA si ANA =0, pentrui=j, 4, #D,1<i<n).
i=l1

Daca consideram a,, a,, ..., a n+1 elemente din A, atunci

n+l’

exista cel putin o submulfime A; care sa contina cel putin doua ele-
mente dintre cele n+1.

1. Aratati ca oricum am alege 7 numere intregi, doua dintre ele
dau la impartirea cu 6 acelasi rest.

Solutie: Folosind teorema inpartirii cu rest, putem scrie orice nu-
mar intreg n sub forma n =6¢ + r, unde ¢ este numar intreg si restul
re{0,1,2,3,4,5}. Fiind 6 valori posibile pentru cele 7 resturi proveni-
te din Tmpartirea numerelor din ipotezd la 6, cel putin doua resturi
trebuie sa fie egale.

2. Se considera 10 numere naturale distincte. Dintre patratele lor
se aleg 7. Aratati ca cel putin doua dintre ele au diferenta divizibila
cu 10.

Solutie: Stim ca ultima cifra a patratul unui numér natural n poate

fi u(n*)<€{0,1,4,5,6,9} . Cele 10 pitrate ale numerelor considerate ini-
tial vor fi astfel de forma M,, +r, cu r €{0,1,4,5,6,9} . Alegand 7 pa-

trate, cel putin doud vor da acelasi rest la Tmpartirea cu 10, deci dife-
renta lor este divizibild cu 10.

3. Demonstrati ca oricare ar fi 12 numere naturale distincte de
doua cifre, dintre ele se pot alege doud a caror diferenta este un nu-
mar format din doud cifre identice.

Solutie: Un numar n format cu doud cifre identice aa, se scrie
n=11la, 1<a<9. Dintre cele 12 numere, doud vor avea acelasi rest
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la impartirea cu 11. Fie acestea E si zt . Astfel, diferenta lor va fi di-
vizibild cu 11, deci existd ¢ numar natural, ¢ <10 (fiecare cat obtinut
la impartirea numerelor la 11 este mai mic decat 10, altfel numerele au
mai mult de 2 cifre) pentru care E —zt=1lc=cc.

4. Fie M un sistem format din n numere intregi (nu neaparat
distincte). Ardtati ca M are cel putin o parte nevidd a sa cu proprieta-
tea cd suma elementelor sale se divide cu n.

Solutie: Fie M =(x,,x,,...,x,),unde x, €eZ, 1<i<n.
Consideram partile lui M:

M =(x), M,=(x,%,), ... M, =M =(x,,%,,...,X,)
si, pentru fiecare dintre ele, scriem suma elementelor sale:
S =x,8,=x+x,.., 8 =x+x,+..+x,.

Daca una dintre aceste sume este divizibila cu n, problema este
rezolvata.

Daca S; nu este divizibila cu n, pentru 1 <i<n, atunci doud din-
tre aceste sume vor avea la impartirea cu n acelasi rest (sunt # numere
si n—1 valori nenule posibile pentru resturile lor). Fie S, si §,, (unde

putem presupune ¢>1), astfel ca n|S, - §,.
Atunci, cum #n|x,, +x,, +...+x,, putem alege ca parte a lui M

care verifica proprietatea cerutd sistemul alcatuit din x,,,x,,,,..., X,.

5. Dacd un determinant de ordin n are n*> —n+2 elemente egale,
atunci determinantul este egal cu 0.

Solutie: Determinantul are in total n* elemente; astfel, n—2 ele-

mente ale sale sunt diferite de valoarea comund a celor n> —n+2 ele-
mente egale.

Cele n—2 numere pot fi distribuite pe cel mult »—2 linii sau co-
loane ale determinantului. Obtinem astfel ca, cel putin doua linii sau
coloane ale determinantului sunt identice, deci valoarea sa este egala
cu0.



6. Fie 9 puncte in interiorul unui patrat de latura 1. Aratati ca
exista trei puncte dintre acestea care sa fie varfurile unui triunghi de

o cel mul 1
arie cel mult —. b C

Solutie: Unind doud cate doud
mijloacele laturilor opuse ale patratului | =7 N

. - . 1 ‘
obtinem patru patrate de latura = P p

Dintre acestea, in cel putin unul vor
exista cel putin trei puncte din cele 9
considerate initial. Notdm acest patrat

cu ABCD iar punctele cu M, N, P. Daca A B
1 Fig. 11.2.1.
M, N si P sunt coliniare, S,,,, =0 <§.

Daca nu, ducem prin cele trei puncte paralele la AD; una dintre ele se
va afla intre celelalte doua. Fie aceasta MM’ , unde M' e (NP).
Construim, ca in figura 11.2.1., PP' L MM' si NN' L MM’ unde
P eMM', N e MM'. Atunci,
1

Susnie = Sus + Sunr = MM (NN'+ PP') S%AD-CD :%.

7. Se considerd un cub cu latura 1. Aratati ca ovicum am alege 28

L . < . 3
de puncte interioare, cel putin doud dintre ele au distanta < 53

Solutie: Impartim fiecare muchie a cubului in trei parti egale.
Trasand prin aceste puncte paralele la muchii, obtinem pe fiecare fata
a cubului cate 9 patrate egale. Ducand plane paralele cu fetele cubului
prin punctele de diviziune, am impartit cubul initial in 27 cuburi de la-

tura % fiecare. Aplicand principiul lui Dirichlet, cel putin doud puncte

. - . U B .
din cele initiale se vor afla intr-un cub de latura 3 Distanta dintre



cele doud puncte nu poate fi mai mare decat lungimea diagonalei

. ) 3
acestui cub, deci este < K

2. Principiul includerii si excluderii

Principiul includerii si excluderii:
Se considera » multimi finite 4,, 1<i<n. Atunci:

U4
i=1

n

=>4- > ‘Al.mAj‘-i- > ‘Al.mAijk‘—...-i-

i=1 1<i<j<n I<i<j<k<n

N4 o

Demonstratie: Pentru a arata ca relatia (1) este adevarata pentru
orice n>1 numar natural, aplicdim metoda inductiei matematice dupa
n.

+(_1)n71

Pentru n =1, afirmatia este evident adevarata. Chiar dacd nu mai
este necesar sa verificam pentru » =2, cum vom folosi explicit for-
mula pentru n =2, s observam cd, in acest caz, numarul elementelor
reuniunii 4, U 4, este egal cu suma cardinalelor celor doud multimi

din care trebuie sa scidem numarul elementelor comune care au fost
numarate de doud ori. Am demonstrat astfel ca:

|4, 0 4,|=|4]|+]4,| |4 N 4,].
Presupunem relatia (1) adevarata pentru » multimi finite si aratam
ca ea ramane adevarata si pentru n +1 astfel de multimi.

Cum UIA[ = (0 A[j U A, ,obtinem:
i=1 i=1
UA[‘:‘(UA[jUAnH = UAi An+1|_‘(UA[JmAn+I
i=1 i=1 i=l i
n+l n
=X l4|- Y |4 4]+ =D ﬂA[‘—
i=l1

1<i<j<n i=1

+

i=1



Deoarece:
(404,,)n(4,n4,,)=(4n4,)"4

n+l n+l

(4n4,,)0(404,,)" (4, 0A4,)=(40n4,n4)n4

n+l 2 b
U(Az M An+l)

i=1

aplicam pentru calcularea lui formula (1) si rezulta:

(44,

i=l1

> ‘147. NA, NA,, |+

I<i<j<n

= Z|A7 mAnH -
i=1

n+1
4|
i=1

Inlocuind in relatia anterioara, vom obtine:

+(=1""

n+l

U4
i=1

n+l

=Z|4.|— \A mA\+ A (=1)

1<i<j<n+1

n+l ‘

ﬂA

1. Cdte numere naturale nenule, mai mici sau egale cu 1000 sunt
divizibile cu 3, cu 4, sau cu 57
Solutie: Formam multimile:

= {3k |k eN’,3k <1000},
= {4k |k € N', 4k <1000},
={5k|k e N",5k <1000|

si trebuie sa determinam |A UBuU C| .

Pentru aceasta, observam mai intéi ca:
|4]= [10;)0} 333, |B|= [10;)0} 250, |C|= [10500} 200,

AnB={12k|keN’,12k <1000}, |4 B|= [1020} 83,

ANC={15k|keN",15k <1000} ,]4NC|= {ogo} 66,



B C={20k|keN',20k <1000} , |BmC|={%}=SO,

ANBNC={60k|keN’,60k <1000}, |AmBmC|=[%}:16.
Inlocuind aceste rezultate in formula:
|AUBUC|=|4]+|B|+|C|-|AnB|-|BNC|-|ANC|+|4nBNC]|

rezultd: | AU B U C|=600.

2. Fie A si B doud multimi finite cu m, respectiv n elemente unde
m > n . Stabiliti cate functii surjective f:A— B se pot construi.

Solufie: Fie A={a,,a,,...,a,}, B={b,b,,...,b,} . Stim cd numarul
functiilor f'definite pe multimea A4 cu valori in multimea B este de n”™ .
Notam cu x numarul functiilor care nu sunt surjective; astfel numarul

functiilor surjective va fi egal cu n” — x.
Pentru fiecare 1<i<n, definim multimea:

M, ={f:4-B|b ¢ f(A)}.

Deci, M =UM . coincide cu multimea functiilor /: 4 — B care

i=1
nu sunt surjective. Pentru 1<i<n, M, este de fapt multimea functii-
lor ce se pot construi din multimea 4 in multimea B\{b,} si astfel,

|M ;| =(n-1)".Lafel, M, "M, este multimea functiilor care se con-

struiesc din 4 in multimea B\{b,,b;} deci, ‘M[ mMj‘ =(n-2)", etc.

Se observa ca ﬂM[ =0.
i=1
Folosind principiul includerii si excluderii, obtinem:

U,
i=1

- ‘DM[ =C'(n=1)"-C>(n=2)" +..+(=1)">C"".

X =

=2|M,.|— Y Mom|+ Y M AM M-

1<i<j<n 1<i<j<k<n
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Rezulta ca numarul functiilor surjective este egal cu:
n"=Cl(n=1)"+C(n-2)" —..+(-1)"'C"".

3. Fie A o multime finita cu m elemente. Notam cu N,,, numarul

relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe multimea A astfel incdt
multimea cdt (a claselor de echivalenta) sa aiba k elemente (k <m ).
Aratati ca:

N :%'[k’"—c,i(k—l)m+C,f(k—2)’"—---+(—1)""sz'l]

m,k

si deduceti numarul relatiilor de echivalenta ce se pot defini pe multi-
mea A.

Solutie: Consideram o relatie de echivalentd definitd pe multimea
A pe care o notam cu p iar pentru x € 4, x va reprezenta clasa de

echivalentd corespunzatoare relatiei p. Fie 4, = {)% |xe A} multimea
cat. Atunci functia p: 4—> A4,, p(x) =X este surjectiva.

Reciproc, daca functia f: 4 — B este surjectiva, putem ardta usor
ca relatia definitd prin (x,y) € p, < f(x)= f(y) este relatie de echi-
valentd pe A. Mai mult, dacd g: B — C este o functie bijectiva, rela-
tiille p, si p,., coincid pentru ca:

(X, 0) € p,., = g(f(x))=g(f(»))< (tindnd cont ca g este functie
bijectiva) < f(x)=f(y) = (x,y)€p;.

In cazul nostru vom considera B = A4 ,, deci va avea k elemente.
Atunci, pe baza observatiei facute, k! functii surjective din 4 in 4,

vor determina aceeasi relatie de echivalentd pe A. Aplicand rezultatul
obtinut in problema precedenta,

N =%.[km —CHk ="+ CA(k=2)" ..+ (D' C].

m,k

Numarul relatiilor de echivalenta care pot fi definite pe multimea
Aeste atunciegalcu N, + N, , +..+ N,

m,2 m,m *



4. Aflati in cdte moduri se pot imparti 5 obiecte distincte la 3
persoane, cu conditia ca fiecare persoand sa primeasca cel putin un
obiect.

Solutie: Fiecare corespondentd construitd intre multimea obiec-
telor si cea a persoanelor care Indeplinesc conditia din enunt este de
fapt o functie surjectivd definitd pe o multime cu 5 elemente si cu
valori Intr-o multime de 3 elemente. Astfel, numarul cerut este numa-
rul de functii surjective ce se pot construi intre cele doud multimi.

Conform exercitiului 2., obtinem 3° - C; -2° + C; =150 moduri.

5. Se considera n puncte in plan care se unesc intre ele prin seg-
mente astfel incdt sa nu existe un triunghi cu varfurile in cele n puncte.
Sa se arate cd in acest caz exista cel putin un punct care este extremi-

n
tatea a cel mult {E} segmente.

Solutie: Fie P multimea formata cu cele n puncte din plan. Pentru
M € P,notam cu 4,, multimea punctelor din P legate de M printr-un

segment.
Prin reducere la absurd, facem presupunerea ca, pentru orice punct

MeP, |AM|2{§}+1.Fie M,eP si Ne 4, . Atunci,

nx|d, A,|=|4,|+|4,]-|4,, mAN\zz[g}uz—\AM] N4y
Rezulta ca:
|4,, mAN‘ZZ[g}LZ—n>2[§}+2—2[%}—2:0,

deci existd cel putin un punct Re 4,, N A4, . Am obtinut astfel trei

puncte M,, N si R din multimea P care sunt legate intre ele prin seg-
mente, adicd triunghiul M, NR are varfurile in multimea P, fapt ce
contrazice ipoteza. Presupunerea facuta fiind eronata, exista cel putin

un punct M din P pentru care |AM | < {g} .
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6. Fie o o permutare de n elemente. Spunem ca o admite o
coincidentd in i daca o(i)=i. Determinati numdarul N de permutari
fara coincidente din S,.

Solutie: Notam cu A, multimea permutarilor de n elemente care
au o coincidentd doar in i. Astfel, |A,.| =(n-1!.

Notam cu S numarul permutarilor cu cel putin o coincidenta, adica:
U4al=D]4]- X [4nal+ Y |4ndn4)|-.+
i=1 i=l1

I<i<j<n I<i<j<k<n
-1
+(=1)"

S:

ﬂA,.‘ =C'(n-D)=C*(n-2)H...+(-1)"'C".
i=1

Pentru a afla numarul permutérilor fard coincidente, din numarul
total de permutari, n!, scaidem numarul S si obtinem:

N=nl-C'(n-1)4 C*(n—-2)\—...+(-1)"C".
3. Probleme de loc geometric

Chiar daca notiunea de loc geometric nu-si mai gaseste locul pe
care 1l meritd in programele scolare, considerdm ca nu putem neglija
acest subiect, unul dintre cele mai frumoase din geometrie. Locurile
geometrice conduc la intelegerea geometriei, la aprofundarea ei, la vi-
zualizarea unor proprietati geometrice referitoare la un punct intr-un
cadru stabilit, dezvolta intuitia si rationamentul.

Locurile geometrice in plan sunt multimi de puncte care indepli-
nesc o anumita conditie geometricd. Vom nota cu L multimea punc-
telor din plan care verifica proprietatea P, iar cu F figura loc geo-
metric. A demonstra ca ,,Locul geometric al punctelor care au propri-
etatea P este figura geometrica F~’ presupune a arata egalitatea celor
doua multimi, L si £, prin dubld incluziune: L < F si F < L. Cu alte
cuvinte, in plan, in afara multimii L, nu mai exista alte puncte care sa
verifice conditia datd si Tn multimea F care defineste locul geometric
nu se gasesc puncte care sa nu satisfaca conditia P.



De multe ori, enuntul unei probleme de loc geometric specifica fi-
gura loc geometric, fapt ce simplifica rezolvarea problemei, cum ar fi:

» Sa se arate ca locul geometric al punctelor M din plan care au
puteri egale in raport cu doua cercuri date C,si C, este o dreapta per-

pendiculara pe linia centrelor.
» Bisectoarea interioara a unui unghi este locul geometric al
punctelor din interiorul unghiului, egal departate de laturile unghiului.
in general, problemele de loc geometric nu precizeazi insa figura
loc geometric. In aceasti situatie trebuie cunoscute locuri geometrice
fundamentale, de referinta, cum ar fi:
. mediatoarea, ca loc geometric;
. bisectoarea, ca loc geometric (cele doud sunt primele locuri
geometrice cu care se intalnesc elevii, n clasa a VI-a);

o locul geometric al punctelor situate la o anumita distanta de
o dreapta;

o locul geometric al punctelor care impart segmentul (4AM)
intr-un raport constant, unde A este fixat iar M este mobil pe
o dreapta fixata,

e locul geometric al punctelor M pentru care MA*> — MB* =ct ,

cu 4 si B puncte fixe;

. locul geometric al punctelor din care se vede un segment dat

sub un unghi precizat;

. locul geometric al punctelor M pentru care aria triunghiului

ABM este constanta cand 4 si B sunt fixe, etc.

In rezolvarea unei probleme de loc geometric se porneste cu iden-
tificarea elementelor fixe si a celor mobile ale configuratiei. Atunci
cand acestea sunt clare, se incearca reducerea problemei (prin gasirea
unor proprietati caracteristice ale punctelor locului) la unul din locu-
rile geometrice cunoscute; in final, se stabileste figura loc geometric.

Pentru aceasta, aratam ca:

1) Orice punct al figurii F are proprietatea ceruta P, deci /' < L;

2) Orice punct din plan care are proprietatea P apartine figurii,
adici Lc F.

Daca se demonstreaza doar prima afirmatie, inseamna ca am gasit
o multime de puncte (cele ale figurii F)) care apartin locului geometric,
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fara a putea fi siguri ca acestea sunt singurele care verificd proprieta-
tea mentionata in problema.

Daca se demonstreaza doar a doua afirmatie, vom obtine ca toate
punctele cu proprietatea P apartin figurii, fara a putea preciza daca nu
exista puncte ale figurii care nu au proprietatea P.

Uneori se pot folosi forme echivalente ale celor doud afirmatii, si
anume:

1") Price punct care nu are proprietatea P, nu apartine figurii F;

2") Orice punct care nu apartine lui /' nu are proprietatea P.

Pentru a determina figura F, mai intdi ne asiguram ca exista cel
putin un punct cu proprietatea P; apoi considerdm un punct oarecare
M din plan care are proprietatea P §i cautam o proprietate echivalenta
lui P care sa stabileasca apartenenta lui M la o figurd F. De cele mai
multe ori vom construi, cu mare precizie, un numar suficient de astfel
de puncte M, pentru a putea ,,intui” care este locul geometric. Daca
demonstram afirmatia 2), deducem cd M se afla pe o anumitd curba;
pentru a arata ca aceasta este locul geometric cautat, demonstram apoi
1)sau 1').

Locul geometric poate fi conceput §i cinematic, bazat pe miscare.
Putem considera un punct mobil care pastreaza, pe tot parcursul mig-
carii, proprietatea P generand locul geometric. Astfel, punctul M coin-
cide pe rand cu punctele locului, definit mai Intai static, ca multime de
puncte. In acest caz, putem defini locul geometric ca fiind figura plana
descrisa de punctul mobil M, care satisface o anumitd conditie (pro-
prietate) data.

1. Care este locul geometric al centrului de greutate G al triun-
ghiului ABC cand A si B sunt puncte fixe pe un cerc C(O,r), iar C

este un punct variabil pe acelagsi cerc?
Solutie: Trasand mai multe puncte ale locului geometric, obser-
vam ca punctul G descrie un cerc. Pentru a giasi locul cerut, notim cu

A, mijlocul laturii AB; fie O, € (04,), cu 4,0, =%A10 .

Atunci, A4GO, ~ A4CO si GO, =~-CO===ct.

r
3

W | =
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Punctul O, fiind fix, rezulta cd centrul de greutate G se afld pe
1 .
cercul C(OI,ErJ . (Fig. 11.4.1.)

Trebuie remarcat ca triunghiul
ABC nu exista pentru situatiile:
C=4si C=8B.
Deci, din cercul gasit, vom elimi-
na punctele corespunzitoare aces-
tor cazuri. Ele sunt punctele in

1 .
care cercul C(Ol,grj Intersec-

teazd segmentul 4B si le notam cu
SsiT.

Folosind notatiile anterioare, am
aratat pand acum ca:

Lc C[Ol,%rj\{S,T} =F.

Pentru a incheia demonstratia, ra-
mane sa aratam ca fiecare punct din F
este centru de greutate al unui triunghi
ABC cu varful C pe cercul mare.

Fie G e C(Ol,%rj\{S,T} ales Fig. 11.4.2.
arbitrar. Pe semidreapta (4,G, consideram punctul C, (figura 11.4.2.)
astfel incat 4,C, =34,G,. Din constructie, 4G _ A0 :l, astfel tri-
AC, 40

unghiurile 4,G,0, si 4,C,O sunt asemenea. De aici, C,O=30,G, =r,
adicd C, € C(O,r).

Cum C 4, este mediand a triunghiului AC\B si 4G, =l, rezultd

11
ca G, este centrul de greutate al triunghiului 4ABC, .
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