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1. Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet: 
Fie A o mulŃime nevidă şi 1A , 2A , ..., nA  o partiŃie a lui A (adică 

1

n

i
i

A A
=

=∪  şi i jA A∩ =∅ , pentru i j≠ , iA ≠∅ , 1 i n≤ ≤ ). 

Dacă considerăm 1a , 2a , ..., 1na + , 1n +  elemente din A, atunci 

există cel puŃin o submulŃime iA  care să conŃină cel puŃin două ele-

mente dintre cele 1n + . 

1. ArătaŃi că oricum am alege 7 numere întregi, două dintre ele
dau la împărŃirea cu 6 acelaşi rest. 

SoluŃie: Folosind teorema înpărŃirii cu rest, putem scrie orice nu-
măr întreg n sub forma 6 ,n q r= +  unde q este număr întreg şi restul 

{0,1,2,3,4,5}r∈ . Fiind 6 valori posibile pentru cele 7 resturi proveni-
te din împărŃirea numerelor din ipoteză la 6, cel puŃin două resturi 
trebuie să fie egale. 

2. Se consideră 10 numere naturale distincte. Dintre pătratele lor
se aleg 7. ArătaŃi că cel puŃin două dintre ele au diferenŃa divizibilă 
cu 10. 

SoluŃie: Ştim că ultima cifră a pătratul unui număr natural n  poate 
fi 2( ) {0,1,4,5,6,9}u n ∈ . Cele 10 pătrate ale numerelor considerate ini-
Ńial vor fi astfel de forma 10M r+ , cu {0,1,4,5,6,9}r∈ . Alegând 7 pă-
trate, cel puŃin două vor da acelaşi rest la împărŃirea cu 10, deci dife-
renŃa lor este divizibilă cu 10. 

3. DemonstraŃi că oricare ar fi 12 numere naturale distincte de
două cifre, dintre ele se pot alege două a căror diferenŃă este un nu-
măr format din două cifre identice. 

SoluŃie: Un număr n format cu două cifre identice aa , se scrie 
11n a= , 1 9.a≤ ≤  Dintre cele 12 numere, două vor avea acelaşi rest 
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la împărŃirea cu 11. Fie acestea xy  şi zt . Astfel, diferenŃa lor va fi di-
vizibilă cu 11, deci există c număr natural, 10<c  (fiecare cât obŃinut 
la împărŃirea numerelor la 11 este mai mic decât 10, altfel numerele au 
mai mult de 2 cifre) pentru care 11− = =xy zt c cc . 

4. Fie M un sistem format din n numere întregi (nu neapărat
distincte). ArătaŃi că M are cel puŃin o parte nevidă a sa cu proprieta-
tea că suma elementelor sale se divide cu n. 

SoluŃie: Fie 1 2( , ,..., )nM x x x= , unde ix ∈ℤ , 1 .i n≤ ≤  

Considerăm părŃile lui M: 
1 1( )M x= , 2 1 2( , )M x x= , ..., 1 2( , ,..., )n nM M x x x= =

şi, pentru fiecare dintre ele, scriem suma elementelor sale: 
1 1S x= , 2 1 2S x x= + , ..., 1 2 ...n nS x x x= + + + . 

Dacă una dintre aceste sume este divizibilă cu n, problema este 
rezolvată. 

Dacă iS  nu este divizibilă cu n, pentru 1 i n≤ ≤ , atunci două din-
tre aceste sume vor avea la împărŃirea cu n acelaşi rest (sunt n numere 
şi 1n −  valori nenule posibile pentru resturile lor). Fie tS  şi lS , (unde 
putem presupune t l> ), astfel ca | t ln S S− . 

Atunci, cum 1 2| ...l l tn x x x+ ++ + + , putem alege ca parte a lui M 
care verifică proprietatea cerută sistemul alcătuit din 1 2, ,..., .l l tx x x+ +  

5. Dacă un determinant de ordin n are 2 2n n− +  elemente egale,
atunci determinantul este egal cu 0. 

SoluŃie: Determinantul are în total 2n  elemente; astfel, 2n −  ele-
mente ale sale sunt diferite de valoarea comună a celor 2 2n n− +  ele-
mente egale. 

Cele 2n −  numere pot fi distribuite pe cel mult 2n −  linii sau co-
loane ale determinantului. ObŃinem astfel că, cel puŃin două linii sau 
coloane ale determinantului sunt identice, deci valoarea sa este egală 
cu 0. 
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6. Fie 9 puncte în interiorul unui pătrat de latură 1. ArătaŃi că
există trei puncte dintre acestea care să fie vârfurile unui triunghi de 

arie cel mult 
1
8

.

SoluŃie: Unind două câte două 
mijloacele laturilor opuse ale pătratului 

obŃinem patru pătrate de latură 
1
2

. 

Dintre acestea, în cel puŃin unul vor 
exista cel puŃin trei puncte din cele 9 
considerate iniŃial. Notăm acest pătrat 
cu ABCD iar punctele cu M, N, P. Dacă 

M, N şi P sunt coliniare, 
1

0 .
8∆ = <MNPS  

Dacă nu, ducem prin cele trei puncte paralele la AD; una dintre ele se 
va afla între celelalte două. Fie aceasta MM ′ , unde ( )M NP′∈ . 

Construim, ca în figura 11.2.1., PP MM′ ′⊥  şi NN MM′ ′⊥  unde 
P MM′ ′∈ , N MM′ ′∈ . Atunci, 

( )1 1 1
2 2 8′ ′∆ ∆ ∆ ′ ′ ′= + = + ≤ ⋅ =MNP MM N MM PS S S MM NN PP AD CD . 

7. Se consideră un cub cu latura 1. ArătaŃi că oricum am alege 28

de puncte interioare, cel puŃin două dintre ele au distanŃa 
3

3
≤ . 

SoluŃie: ÎmpărŃim fiecare muchie a cubului în trei părŃi egale. 
Trasând prin aceste puncte paralele la muchii, obŃinem pe fiecare faŃă 
a cubului câte 9 pătrate egale. Ducând plane paralele cu feŃele cubului 
prin punctele de diviziune, am împărŃit cubul iniŃial în 27 cuburi de la-

tură 
1
3

 fiecare. Aplicând principiul lui Dirichlet, cel puŃin două puncte 

din cele iniŃiale se vor afla într-un cub de latură 
1
3

. DistanŃa dintre 

B

C

A

D

N

M

P
M'

N'

P'

Fig. 11.2.1.
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cele două puncte nu poate fi mai mare decât lungimea diagonalei 

acestui cub, deci este 
3

≤ . 
3

2. Principiul includerii şi excluderii

Principiul includerii şi excluderii: 
Se consideră n mulŃimi finite iA , 1 i n≤ ≤ . Atunci: 

1 1 11

...
n n

i i i j i j k
i i j n i j k ni

A A A A A A A
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤=

= − ∩ + ∩ ∩ − +∑ ∑ ∑∪

1

1

( 1)
n

n
i

i

A−

=

+ − ∩ . (1) 

DemonstraŃie: Pentru a arăta că relaŃia (1) este adevărată pentru 
orice 1n ≥  număr natural, aplicăm metoda inducŃiei matematice după 
n. 

 Pentru 1n = , afirmaŃia este evident adevărată. Chiar dacă nu mai 
este necesar să verificăm pentru 2n = , cum vom folosi explicit for-
mula pentru 2n = , să observăm că, în acest caz, numărul elementelor 
reuniunii 1 2A A∪  este egal cu suma cardinalelor celor două mulŃimi 
din care trebuie să scădem numărul elementelor comune care au fost 
numărate de două ori.  Am demonstrat astfel că: 

1 2 1 2 1 2A A A A A A∪ = + − ∩ . 
Presupunem relaŃia (1) adevărată pentru n mulŃimi finite şi arătăm 

că ea rămâne adevărată şi pentru 1n +  astfel de mulŃimi. 

Cum 
1

1
1 1

n n

i i n
i i

A A A
+

+
= =

 
= ∪ 
 

∪ ∪ , obŃinem: 

1

1 1 1
1 1 1 1

n n n n

i i n i n i n
i i i i

A A A A A A A
+

+ + +
= = = =

   
= ∪ = + − ∩ =   
   

∪ ∪ ∪ ∪

( )
1

1
1

1 1 1 1

... ( 1) .
n nn

n
i i j i i n

i i j n i i

A A A A A A
+

−
+

= ≤ < ≤ = =

= − ∩ + + − − ∩∑ ∑ ∩ ∪  
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Deoarece: 
( ) ( ) ( )1 1 1i n j n i j nA A A A A A A+ + +∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ , 

( ) ( ) ( )1 1 1i n j n k nA A A A A A+ + +∩ ∩ ∩ ∩ ∩ = ( ) 1i j k nA A A A +∩ ∩ ∩ ,  etc., 

aplicăm pentru calcularea lui ( )1
1

n

i n
i

A A +
=

∩∪  formula (1) şi rezultă: 

( )1 1 1
1 11

...
n n

i n i n i j n
i i j ni

A A A A A A A+ + +
= ≤ < ≤=

∩ = ∩ − ∩ ∩ + +∑ ∑∪  

1
1

1

( 1)
n

n
i

i

A
+

−

=

+ − ∩ . 

Înlocuind în relaŃia anterioară, vom obŃine: 
1 11

1 1 11 1

... ( 1)
n nn

n
i i i j i

i i j ni i

A A A A A
+ ++

= ≤ < ≤ += =

= − ∩ + + −∑ ∑∪ ∩ . 

1. Câte numere naturale nenule, mai mici sau egale cu 1000 sunt
divizibile cu 3, cu 4, sau cu 5? 

SoluŃie: Formăm mulŃimile: 

{ }*3 | ,3 1000 ,A k k k= ∈ ≤ℕ

{ }*4 | ,4 1000 ,B k k k= ∈ ≤ℕ

{ }*5 | ,5 1000C k k k= ∈ ≤ℕ

şi trebuie să determinăm A B C∪ ∪ . 
Pentru aceasta, observăm mai întâi că: 

1000
333

3
A

 = =  
, 

1000
250

4
B

 = =  
, 

1000
200

5
C

 = =  
, 

{ }*12 | ,12 1000A B k k k∩ = ∈ ≤ℕ ,
1000

83
12

A B
 ∩ = =  

, 

{ }*15 | ,15 1000A C k k k∩ = ∈ ≤ℕ ,
1000

66
15

A C
 ∩ = =  

, 
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{ }*20 | ,20 1000B C k k k∩ = ∈ ≤ℕ ,
1000

50
20

B C
 ∩ = =  

, 

{ }*60 | ,60 1000 ,A B C k k k∩ ∩ = ∈ ≤ℕ
1000

16.
60

A B C
 ∩ ∩ = =  

 

Înlocuind aceste rezultate în formula: 
A B C A B C A B B C A C A B C∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩

rezultă: 600A B C∪ ∪ = . 

2. Fie A şi B două mulŃimi finite cu m, respectiv n elemente unde
m n≥ . StabiliŃi câte funcŃii surjective :f A B→  se pot construi. 

SoluŃie: Fie { }1 2, ,..., mA a a a= , { }1 2, ,..., nB b b b= . Ştim că numărul 

funcŃiilor f definite pe mulŃimea A cu valori în mulŃimea B este de mn . 
Notăm cu x numărul funcŃiilor care nu sunt surjective; astfel numărul 
funcŃiilor surjective va fi egal cu mn x− . 

Pentru fiecare 1 i n≤ ≤ ,  definim mulŃimea: 
{ }: | ( ) .i iM f A B b f A= → ∉  

Deci, 
1

n

i
i

M M
=

=∪  coincide cu mulŃimea funcŃiilor :f A B→  care

nu sunt surjective. Pentru 1 i n≤ ≤ , iM  este de fapt mulŃimea funcŃii-
lor ce se pot construi din mulŃimea A în mulŃimea \{ }iB b  şi astfel, 

( 1)m
iM n= − . La fel, i jM M∩  este mulŃimea funcŃiilor care se  con-

struiesc din A în mulŃimea \ { , }i jB b b  deci, ( 2)m
i jM M n∩ = − , etc. 

Se observă că  
1

n

i
i

M
=

=∅∩ .

Folosind principiul includerii şi excluderii, obŃinem: 

1 1 11

n n

i i i j i j k
i i j n i j k ni

x M M M M M M M
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤=

= = − ∩ + ∩ ∩ −∑ ∑ ∑∪

1 1 2 2 1

1

... ( 1) ( 1) ( 2) ... ( 1)
n

n m m n n
i n n n

i

M C n C n C− − −

=

− + − = − − − + + −∩ . 
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Rezultă că numărul funcŃiilor surjective este egal cu: 
1 2 1 1( 1) ( 2) ... ( 1)m m m n n
n n nn C n C n C− −− − + − − + − . 

3. Fie A o mulŃime finită cu m elemente. Notăm cu ,m kN  numărul 

relaŃiilor de echivalenŃă ce pot fi definite pe mulŃimea A astfel încât 
mulŃimea cât (a claselor de echivalenŃă) să aibă k elemente ( k m≤ ). 

ArătaŃi că: 

1 2 1 1
,

1
( 1) ( 2) ... ( 1)

!
m m m k k

m k k k kN k C k C k C
k

− − = ⋅ − − + − − + − 

şi deduceŃi numărul relaŃiilor de echivalenŃă ce se pot defini pe mulŃi-
mea A. 

SoluŃie: Considerăm o relaŃie de echivalenŃă definită pe mulŃimea 
A pe care o notăm cu ρ  iar pentru ,x A∈  x̂  va reprezenta clasa de 

echivalenŃă corespunzătoare relaŃiei ρ . Fie { }ˆ |A x x Aρ = ∈  mulŃimea 

cât. Atunci funcŃia :p A Aρ→ , ˆ( )p x x=  este surjectivă. 

Reciproc, dacă funcŃia :f A B→  este surjectivă, putem arăta uşor 
că relaŃia definită prin ( , ) ( ) ( )fx y f x f yρ∈ ⇔ =  este relaŃie de echi-

valenŃă pe A. Mai mult, dacă :g B C→  este o funcŃie bijectivă, rela-
Ńiile fρ  şi g fρ �  coincid pentru că: 

( ) ( )( , ) ( ) ( )g fx y g f x g f yρ∈ ⇔ = ⇔�  (Ńinând cont că g este funcŃie 

bijectivă) ( ) ( ) ( , ) ff x f y x y ρ⇔ = ⇔ ∈ . 
În cazul nostru vom considera B Aρ= , deci va avea k elemente. 

Atunci, pe baza observaŃiei făcute, !k  funcŃii surjective din A în Aρ  

vor determina aceeaşi relaŃie de echivalenŃă pe A. Aplicând rezultatul 
obŃinut în problema precedentă, 

1 2 1 1
,

1
( 1) ( 2) ... ( 1)

!
m m m k k

m k k k kN k C k C k C
k

− − = ⋅ − − + − − + −  .

Numărul relaŃiilor de echivalenŃă care pot fi definite pe mulŃimea 
A este atunci egal cu ,1 ,2 ,...m m m mN N N+ + + . 
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4. AflaŃi în câte moduri se pot împărŃi 5 obiecte distincte la 3
persoane, cu condiŃia ca fiecare persoană să primească cel puŃin un 
obiect. 

SoluŃie: Fiecare corespondenŃă construită între mulŃimea obiec-
telor şi cea a persoanelor care îndeplinesc condiŃia din enunŃ este de 
fapt o funcŃie surjectivă definită pe o mulŃime cu 5 elemente şi cu 
valori într-o mulŃime de 3 elemente. Astfel, numărul cerut este numă-
rul de funcŃii surjective ce se pot construi între cele două mulŃimi. 

Conform exerciŃiului 2., obŃinem 5 1 5 2
3 33 2 150C C− ⋅ + =  moduri. 

5. Se consideră n puncte în plan care se unesc între ele prin seg-
mente astfel încât să nu existe un triunghi cu vârfurile în cele n puncte. 
Să se arate că în acest caz există cel puŃin un punct care este extremi-

tatea a cel mult 
2
n 
  

 segmente. 

SoluŃie: Fie P mulŃimea formată cu cele n puncte din plan. Pentru 
M P∈ , notăm cu MA  mulŃimea punctelor din P legate de M printr-un 
segment. 

Prin reducere la absurd, facem presupunerea că, pentru orice punct 

M P∈ , 1
2M

n
A

 ≥ +  
. Fie 1M P∈  şi 

1MN A∈ . Atunci, 

1 1 1 1
2 2

2M N M N M N M N

n
n A A A A A A A A

 ≥ ∪ = + − ∩ ≥ + − ∩  
. 

Rezultă că: 

1
2 2 2 2 2 2 0,

2 2 2
     ∩ ≥ + − > + − − =          

M N

n n n
A A n  

deci există cel puŃin un punct 
1M NR A A∈ ∩ . Am obŃinut astfel trei 

puncte 1M , N şi R din mulŃimea P care sunt legate între ele prin seg-
mente, adică triunghiul 1M NR  are vârfurile în mulŃimea P, fapt ce 
contrazice ipoteza. Presupunerea făcută fiind eronată, există cel puŃin 

un punct M din P pentru care 
2M

n
A

 ≤   
. 
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6. Fie σ  o permutare de n elemente. Spunem că σ  admite o
coincidenŃă în i dacă ( )i iσ = . DeterminaŃi numărul N de permutări 

fără coincidenŃe din nS . 

SoluŃie: Notăm cu iA  mulŃimea permutărilor de n elemente care 

au o coincidenŃă doar în i. Astfel, ( 1)!iA n= − . 
Notăm cu S numărul permutărilor cu cel puŃin o coincidenŃă, adică: 

1 1 11

...
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤=

= = − ∩ + ∩ ∩ − +∑ ∑ ∑∪
n n

i i i j i j k
i i j n i j k ni

S A A A A A A A  

1 1 2 1

1

( 1) ( 1)! ( 2)! ... ( 1)
n

n n n
i n n n

i

A C n C n C− −

=

+ − = − − − + + −∩ . 

Pentru a afla numărul permutărilor fără coincidenŃe, din numărul 
total de permutări, !,n  scădem numărul S şi obŃinem: 

1 2! ( 1)! ( 2)! ... ( 1)n n
n n nN n C n C n C= − − + − − + − . 

3. Probleme de loc geometric

Chiar dacă noŃiunea de loc geometric nu-şi mai găseşte locul pe 
care îl merită în programele şcolare, considerăm că nu putem neglija 
acest subiect, unul dintre cele mai frumoase din geometrie. Locurile 
geometrice conduc la înŃelegerea geometriei, la aprofundarea ei, la vi-
zualizarea unor proprietăŃi geometrice referitoare la un punct într-un 
cadru stabilit, dezvoltă intuiŃia şi raŃionamentul.  

Locurile geometrice în plan sunt mulŃimi de puncte care îndepli-
nesc o anumită condiŃie geometrică. Vom nota cu L mulŃimea punc-
telor din plan care verifică proprietatea P, iar cu F figura loc geo-
metric.  A demonstra că „Locul geometric al punctelor care au propri-
etatea P este figura geometrică F” presupune a arăta egalitatea celor 
două mulŃimi, L şi F, prin dublă incluziune: L F⊆  şi .F L⊆  Cu alte 
cuvinte, în plan, în afara mulŃimii L, nu mai există alte puncte care să 
verifice condiŃia dată şi în mulŃimea F care defineşte locul geometric 
nu se găsesc puncte care să nu satisfacă condiŃia P.  
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De multe ori, enunŃul unei probleme de loc geometric specifică fi-
gura loc geometric, fapt ce simplifică rezolvarea problemei, cum ar fi: 

� Să se arate că locul geometric al punctelor M din plan care au 
puteri egale în raport cu două cercuri date 1C şi 2C  este o dreaptă per-
pendiculară pe linia centrelor. 

� Bisectoarea interioară a unui unghi este locul geometric al 
punctelor din interiorul unghiului, egal depărtate de laturile unghiului. 

În general, problemele de loc geometric nu precizează însă figura 
loc geometric. În această situaŃie trebuie cunoscute locuri geometrice 
fundamentale, de referinŃă, cum ar fi: 

• mediatoarea, ca loc geometric;
• bisectoarea, ca loc geometric (cele două sunt primele locuri

geometrice cu care se întâlnesc elevii, în clasa a VI-a);
• locul geometric al punctelor situate la o anumită distanŃă de

o dreaptă;
• locul geometric al punctelor care împart segmentul (AM)

într-un raport constant, unde A este fixat iar M este mobil pe
o dreaptă fixată;

• locul geometric al punctelor M pentru care 2 2MA MB ct− = ,
cu A şi B puncte fixe;

• locul geometric al punctelor din care se vede un segment dat
sub un unghi precizat;

• locul geometric al punctelor M pentru care aria triunghiului
ABM este constantă când A şi B sunt fixe, etc.

În rezolvarea unei probleme de loc geometric se porneşte cu iden-
tificarea elementelor fixe şi a celor mobile ale configuraŃiei. Atunci 
când acestea sunt clare, se încearcă reducerea problemei (prin găsirea 
unor proprietăŃi caracteristice ale punctelor locului) la unul din locu-
rile geometrice cunoscute; în final, se stabileşte figura loc geometric. 

Pentru aceasta, arătăm că: 
1) Orice punct al figurii F are proprietatea cerută P, deci F L⊆ ;
2) Orice punct din plan care are proprietatea P aparŃine figurii,

adică L F⊆ . 
Dacă se demonstrează doar prima afirmaŃie, înseamnă că am găsit 

o mulŃime de puncte (cele ale figurii F) care aparŃin locului geometric,
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fără a putea fi siguri că acestea sunt singurele care verifică proprieta-
tea menŃionată în problemă. 

Dacă se demonstrează doar a doua afirmaŃie, vom obŃine că toate 
punctele cu proprietatea P aparŃin figurii, fără a putea preciza dacă nu 
există puncte ale figurii care nu au proprietatea P. 

Uneori se pot folosi forme echivalente ale celor două afirmaŃii, şi 
anume: 

1′) Price punct care nu are proprietatea P, nu aparŃine figurii F; 
2′) Orice punct care nu aparŃine lui F nu are proprietatea P. 
Pentru a determina figura F, mai întâi ne asigurăm că există cel 

puŃin un punct cu proprietatea P; apoi considerăm un punct oarecare 
M din plan care are proprietatea P şi căutăm o proprietate echivalentă 
lui P care să stabilească apartenenŃa lui M la o figură F. De cele mai 
multe ori vom construi, cu mare precizie, un număr suficient de astfel 
de puncte M, pentru a putea „intui” care este locul geometric. Dacă 
demonstrăm afirmaŃia 2), deducem că M se află pe o anumită curbă; 
pentru a arăta că aceasta este locul geometric căutat, demonstrăm apoi 
1) sau 1′).

Locul geometric poate fi conceput şi cinematic, bazat pe mişcare. 
Putem considera un punct mobil care păstrează, pe tot parcursul miş-
cării, proprietatea P generând locul geometric. Astfel, punctul M coin-
cide pe rând cu punctele locului, definit mai întâi static, ca mulŃime de 
puncte. În acest caz, putem defini locul geometric ca fiind figura plană 
descrisă de punctul mobil M, care satisface o anumită condiŃie (pro-
prietate) dată. 

1. Care este locul geometric al centrului de greutate G al triun-
ghiului ABC când A şi B sunt puncte fixe pe un cerc ( , )C O r , iar C 

este un punct variabil pe acelaşi cerc?  
SoluŃie: Trasând mai multe puncte ale locului geometric, obser-

văm că punctul G descrie un cerc. Pentru a găsi locul cerut, notăm cu 

1A  mijlocul laturii AB; fie 1 1( )O OA∈ , cu 1 1 1

1
3

A O A O= . 

Atunci, 1 1 1A GO A CO∆ ∆∼  şi 1

1
.

3 3
r

GO CO ct= ⋅ = =  
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 Punctul 1O  fiind fix, rezultă că centrul de greutate G se află pe 

cercul 1

1
,
3

C O r
 
 
 

. (Fig. 11.4.1.) 

Trebuie remarcat că triunghiul 
ABC nu există pentru situaŃiile: 

C A=  şi .=C B  
Deci, din cercul găsit, vom elimi-
na punctele corespunzătoare aces-
tor cazuri. Ele sunt punctele în 

care cercul 1

1
,
3

C O r
 
 
 

 intersec-

tează segmentul AB şi le notăm cu 
S şi T. 

Folosind notaŃiile anterioare, am 
arătat până acum că: 

{ }1

1
, \ ,
3

 ⊆ = 
 

L C O r S T F . 

Pentru a încheia demonstraŃia, ră-
mâne să arătăm că fiecare punct din F 
este centru de greutate al unui triunghi 
ABC cu vârful C pe cercul mare. 

Fie { }1 1

1
, \ ,
3

G C O r S T
 ∈  
 

 ales 

arbitrar. Pe semidreapta 1 1(A G  considerăm punctul 1C  (figura 11.4.2.) 

astfel încât 1 1 1 13 .A C AG=  Din construcŃie, 1 1 1 1

1 1 1

1
3

A G A O

A C A O
= = , astfel tri-

unghiurile 1 1 1A G O  şi 1 1A C O  sunt asemenea. De aici, 1 1 13C O O G r= = , 
adică 1 ( , ).C C O r∈  

Cum 1 1C A  este mediană a triunghiului 1AC B  şi 1 1

1 1

1
3

A G

A C
= , rezultă 

că 1G  este centrul de greutate al triunghiului 1ABC . 

A B

C
C'

C''

A1S T

O1

OG

G''

Fig. 11.4.1.

G'

A B

C1

A1S T

O1

O

Fig. 11.4.2.

G1




